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求解时间窗口网络中前 ｋ条最短路径的方法
郭荣梅，胡小兵

（中国民航大学电子信息与自动化学院，天津３００３００）

　　摘　要：　在一个时间窗口网络中寻找前ｋ条最短路径是一项具有挑战性的任务．在时间窗口网络中，一个节点
可能只有在某些特定的时间窗口内才能通行．现有的研究大都假设运动体可以立即通过可通行节点，或者在暂不可通
行节点处等待直到未来时间窗口的开始时刻才通过．本文针对一个更一般的时间窗口情况，其中运动体一旦到达节
点，可以选择在节点的时间窗口中的任何离散时刻通过该节点．本文将这样的时间窗口网络称为拓展时间窗口网络，
其解空间大小和复杂程度都显著增加．通过模拟水面上的自然涟漪扩散现象，本文提出了一种有效的涟漪扩散算法，
用于求解拓展时间窗口网络中的前 ｋ条最短路径．除了一对一问题之外，涟漪扩散算法（ｒｉｐｐｌｅｓｐｒｅａｄｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＲＳＡ）还扩展到一对多问题．在一对多问题中，需要找到从给定起点到网络中的每个其他节点的所有前ｋ条最短路径．
新方法具有最优性的理论保证，其计算复杂度仅为Ｏ（ｋ×ＮＡＴＵ×ＮＬ），其中ＮＬ是网络中链接的数量，ＮＡＴＵ是涟漪通过
链接平均所需的仿真时间单位数．实验结果证明了ＲＳＡ的有效性．
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１　引言
　　最短路径问题（ＳｈｏｒｔｅｓｔＰａｔｈＰｒｏｂｌｅｍ，ＳＰＰ）是图论
和智能计算研究中的一个经典和重要问题［１］．路径优

化具有很强的研究与应用价值，在许多控制，决策和管

理问题当中也发挥着重要的作用，如车辆路径［２］，物流

配送［３］，蚁群算法［４，５］等．前 ｋ条最短路径问题（ｋＳｈｏｒ
ｔｅｓｔＰａｔｈｓＰｒｏｂｌｅｍ，ｋＳＰＰ）是对第一最短路径问题的拓
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展，它的目的是寻找路网中起点和终点之间的多个备

选优化路径，形成最短路径组，以最大程度满足用户对

不同路径的选择需求［６］．ｋＳＰＰ对模型评估，灵敏度分
析和替代方案生成都有很大帮助，它具有广泛的应用

背景，如生物学工程［７］，多目标优化［８］，机器人运动规

划［９］，公路和电力线工程［１０］，网络连接路由［１１，１２］等，长

期以来一直受到研究人员的关注［１３～１９］．
文献［２０］报告了一个关于时间窗口网络中的前 ｋ

条最短路径问题的研究（ｋＳｈｏｒｔｅｓｔＰａｔｈｓＰｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈ
ＴｉｍｅＷｉｎｄｏｗ，ｋＳＰＰＴＷ），即节点只在给定的时间窗口
内可以通行．运动体可以选择立即通过一个节点（如果
运动体在到达节点时该节点是可以通行的），或者在节

点处等待（如果运动体在到达节点时该节点是不可通

行的），直到未来时间窗口的开始时刻才能通过该节

点．与文献［２０］不同，本文中将考虑运动体一旦到达节
点，可以选择在节点可通行的任何离散时刻通过该节

点．事实上，ｋＳＰＰＴＷ只是本文所提出的新问题的一个
特例，所以将新问题称为在拓展时间窗口网络中求解

前ｋ条最短路径问题（ｋＳｈｏｒｔｅｓｔＰａｔｈｓＰｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈＧｅｎ
ｅｒａｌｉｚｅｄＴｉｍｅＷｉｎｄｏｗ，ｋＳＰＰＧＴＷ）．

自１９５０年以来，已经有许多用于求解经典 ｋＳＰＰ
的算法，例如文献［１３～１９］，这些算法大都需要在计算
第ｋ条最短路径之前确定前（ｋ－１）条最短路径，因为
经典ｋＳＰＰ的最优性原理指出：第ｋ条最短路径可由根
据前ｊ条最短路径所重构的路网而推导得出，ｊ＜ｋ［４］．本
文要使用一种新的算法，它不需要前（ｋ－１）条最短路
径的信息来计算第 ｋ条最短路径，也不需要重构路
网［１３，１４］．新算法通过模拟水面上的自然涟漪扩散现象，
当有ｋ个涟漪到达终点时将能找出前ｋ条最短路径，新
算法被称为 ｋＳＰＰ的涟漪扩散算法（ＲｉｐｐｌｅＳｐｒｅａｄｉｎｇ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＲＳＡ）［１３，１４］．本文旨在将 ＲＳＡ扩展到 ｋＳＰ
ＰＧＴＷ，以获得比文献［２０］更有效的方法．文献［２０］仅
考虑了一对一 ｋＳＰＰＴＷ问题，即找到从给定起点到给
定终点的ｋ条最短路径．除了一对一的ｋＳＰＰＧＴＷ，本文
还将尝试一对多 ｋＳＰＰＧＴＷ，即仅需运行一次 ＲＳＡ算
法，就能求解出从给定起点到路网中每个其他节点的

所有前ｋ条最短路径．

２　拓展时间窗口网络的数学模型
　　假设路网Ｇ（Ｖ，Ｅ）由节点集 Ｖ和链接集 Ｅ组成，Ｖ
中包括起点和终点在内的 ＮＮ个不同节点，并且链接集
Ｅ在节点之间具有 ＮＬ条链接．该路网可以记录为 ＮＮ×
ＮＮ的邻近矩阵 Ａ，矩阵 Ａ（ｉ，ｊ）＝１，ｉ＝１，…，ＮＮ，ｊ＝１，
…，ＮＮ，定义了一条链接，即从节点 ｉ到节点 ｊ的有向链
接，否则，Ａ（ｉ，ｊ）＝０表示从节点ｉ到节点ｊ没有有向链
接．本文假设Ａ（ｉ，ｉ）＝０，即不允许自连接链接．每个链

接Ａ（ｉ，ｊ）有一个成本 Ｃ（ｉ，ｊ），本文中为通过该链接所
需要的时间．

在时间窗口网络中，每个节点都有一些时间窗口，

节点只有在时间窗口内是可以通行的．设 Ｗｉ（ｗ，１）和
Ｗｉ（ｗ，２）分别记录节点 ｉ的第 ｗ个时间窗口的开始时
刻和结束时刻，ｗ＝１，…，ＮＴＷ（ｉ），ＮＴＷ（ｉ）是节点ｉ的时
间窗口总数．例如，对于图１中的节点 Ａ，ＷＡ＝［３，５；
７，１１］表示节点Ａ有２个时间窗口，它们确定节点Ａ只
能在时间段［３，５］和［７，１１］期间通行．在本文中，节点
的可通行性是基于离散时间单位定义的．所以图１中的
节点Ａ实际上可以在离散时刻 ｔ＝３，４，５，７，８，９，１０，１１
时通行．假设运动体在时间ｔ＝５到达节点 Ａ，那么运动
体可以选择在时刻 ｔ＝５，７，８，９，１０或１１时通过节点 Ａ
（需要强调的是，在文献［２０］的 ｋＳＰＰＴＷ框架中，运动
体只可以在时刻ｔ＝５或７时通过节点 Ａ；所以说，本文
的ｋＳＰＰＧＴＷ远比ｋＳＰＰＴＷ复杂）．

假设候选路径记录为向量 Ｒ，元素 Ｒ（ｉ，１）＝ｊ表示
节点ｊ是路径Ｒ中的第ｉ个节点，ｉ＝１，…，ＮＰ和ｊ＝１，
…，ＮＮ，其中ＮＰ为路径Ｒ上的节点数目（含括起点和终
点）．显然，Ｒ（１，１）是起点，Ｒ（ＮＰ，１）是终点．元素 Ｒ（ｉ，
２）是选择通过路径Ｒ中的第ｉ个节点的离散时刻．本文
不允许循环路径，这意味着没有节点可以多次出现在

同一条路径中，即

Ｒ（ｉ，１）≠Ｒ（ｊ，１），如果ｉ≠ｊ，ｉ＝１，…，ＮＰ，ｊ＝１，…，ＮＰ
（１）

对于给定路径 Ｒ中的两个连续节点，比如节点
Ｒ（ｉ，１）和Ｒ（ｉ＋１，１），ｉ＝１，…，ＮＰ－１，最早通过节点
Ｒ（ｉ＋１，１）的时间是
　ｔＥＴ，Ｒ（ｉ＋１，１）＝ｍａｘ（Ｒ（ｉ，２）＋Ｃ（Ｒ（ｉ，１），Ｒ（ｉ＋１，１）），

ｍｉｎ（ＷＲ（ｉ＋１，１）（ｗ，１））） （２）
其中ｗ是节点Ｒ（ｉ＋１，１）的第ｗ个时间窗口，满足
Ｒ（ｉ，２）＋Ｃ（Ｒ（ｉ，１），Ｒ（ｉ＋１，１））

!

ＷＲ（ｉ＋１，１）（ｗ，２）
（３）

需要注意的是：式（２）中的 ｔＥＴ，Ｒ（ｉ＋１，１）是通过节点
Ｒ（ｉ＋１，１）的可能的最早时间．运动体可以选择在时刻
ｔＥＴ，Ｒ（ｉ＋１，１）通过节点Ｒ（ｉ＋１，１），也可以选择等待直到后
面的其它可通过时刻．事实上，通过节点 Ｒ（ｉ＋１，１）的
时间Ｒ（ｉ＋１，２）可以是满足以下条件的任何离散时刻

Ｒ（ｉ＋１，２）＝ｔＰＴ，Ｒ（ｉ＋１，１）≥ｔＥＴ，Ｒ（ｉ＋１，１） （４）

ｔＰＴ，Ｒ（ｉ＋１，１）∈ ∪
ｗ满足式（３）

［ＷＲ（ｉ＋１，１）（ｗ，１），ＷＲ（ｉ＋１，１）（ｗ，２）］

（５）
即，可以选择在时刻 ｔＥＴ，Ｒ（ｉ＋１，１）通过节点 Ｒ（ｉ＋１，１），也
可以选择在节点Ｒ（ｉ＋１，１）的所有时间窗口中的所有
晚于时刻ｔＥＴ，Ｒ（ｉ＋１，１）的任意一个离散时刻通过节点 Ｒ（ｉ
＋１，１）．

８８３１
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根据式（２）～（５）的定义可知：运动体一旦到达一
个节点，可以选择在该节点可通行的任何离散时刻通

过该节点．
将路网中的第一最短路径定义为具有最小总成本

（即最小旅行时间）的任何路径，如下：

ｆＭｉｎ，１＝ｍｉｎＲ∈ΩＲ（ＮＰ，２） （６）

满足式（１）～（５）以及
Ａ（Ｒ（ｉ，１），Ｒ（ｉ＋１，１））＝１，ｉ＝１，…，ＮＰ－１ （７）

其中Ω是连接起点和终点的所有可行路径的集合．
对于任何 ｋ＞１，令 ＲＳＰ，ｋ表示路网中具有第 ｋ最短

旅行时间的路径．ＲＳＰ，ｋ必须满足以下条件
ＲＳＰ，ｋ－１（ＮＳＰ，ｋ－１，２）＜ＲＳＰ，ｋ（ＮＳＰ，ｋ，２）＜ＲＳＰ，ｋ＋１（ＮＳＰ，ｋ＋１，２）

（８）
根据上述数学模型的定义，ｋＳＰＰＧＴＷ旨在从 Ω中

找出ＲＳＰ，１，ＲＳＰ，２，…，ＲＳＰ，ｋ．为了实现这一点，现有算法通
常需要依次计算ＲＳＰ，１，ＲＳＰ，２，…，ＲＳＰ，ｋ，并且对于任何１＜
ｊ≤ｋ，ＲＳＰ，１到 ＲＳＰ，ｊ－１的信息是计算 ＲＳＰ，ｊ必不可少的．例
如，在文献［２０］中，就是通过比较那些删除前（ｊ－１）条
最短路径中所包含的链路的所有可能组合而重新构建

的路网中的所有第一条最短路径来求解第 ｊ条最短路
径．本文针对ｋＳＰＰＧＴＷ所提出的涟漪扩散算法（ＲＳＡ）
将以一种完全不同于文献［２０］的方式工作，不需要前（ｊ
－１）条最短路径的信息或路网重构．

图１给出了 ｋＳＰＰＧＴＷ的一个图例．在图１中，根
据经典ｋＳＰＰ的观点（即没有考虑节点处的时间窗口），
从起点ｓ到终点ｄ只有１条路径．根据ｋＳＰＰＴＷ，则有２
条不同的路径，即ｓ→Ａ（５）→Ｂ（９）→ｄ（该路径意味着
在时刻 ｔ＝５离开节点 Ａ，并且在时刻 ｔ＝９离开节点
Ｂ），和ｓ→Ａ（７）→Ｂ（１０）→ｄ（该路径意味着在时刻ｔ＝７
离开节点Ａ，并且在时刻 ｔ＝１０离开节点 Ｂ）．然而在本
文提出的 ｋＳＰＰＧＴＷ框架中，实际上有 ６条不同的路
径，其中有１条是第一最短的，有２条是第二最短的，其
余３条是第三最短的．显然本研究中的ｋＳＰＰＧＴＷ比 ｋ
ＳＰＰＴＷ具有更大的解空间．实际上，前者涵盖了后者，
而后者只是前者的一个特例，因此，经典 ｋＳＰＰ方
法［１３～１９］和ｋＳＰＰＴＷ方法都不能解决本文所提出的 ｋ
ＳＰＰＧＴＷ问题．

３　ｋＳＰＰＧＴＷ的涟漪扩散算法（ＲＳＡ）

３１　ＲＳＡ的基本思想
文献［１４］阐述了在自然涟漪扩散现象中所反映的

优化原理，即：涟漪在水面以相同的速度向所有方向扩

散，因此根据空间点到涟漪中心点的距离，涟漪将依次

到达各个空间点，并且总是首先到达最近的空间点．基
于这种涟漪扩散优化原理，文献［１４］提出了涟漪扩散
算法（ＲＳＡ）来求解第一最短路径问题．文献［１３，１４］则
将ＲＳＡ进一步扩展用于求解经典ｋＳＰＰ问题．

简单地说，用于求解第一最短路径的 ＲＳＡ就像是
在路网上进行一场涟漪接力赛：第一个涟漪从起点开

始；当涟漪到达直接连接但未访问过的节点时，该节点

将被激活以产生自己的涟漪；当有涟漪第一次到达终

点时，涟漪接力赛停止，第一最短路径就可通过回溯该

涟漪的路径求得［１４］；在整个涟漪接力赛过程中，所有

涟漪始终以相同的预设恒定速度扩散．
涟漪扩散优化原理可以很容易地应用到节点上

没有时间窗口的 ｋＳＰＰ．在涟漪接力赛中寻找第一最
短路径时，每个节点可以产生最多１个涟漪；为了找
到前 ｋ条最短路径，只需允许每个节点可产生多个涟
漪．让涟漪从起点开始，并且仅沿着路网中节点之间
的链接扩散，一旦涟漪到达新节点，它将在节点处触

发新的涟漪（无论该节点之前是否已经产生过涟漪），

并且新的涟漪也将仅沿着链接扩散并在更远的节点

处触发涟漪．由于所有的涟漪以相同的速度扩散，显
然首先到达终点的涟漪就是沿着第一最短路径传播

的，而到达终点的第 ｋ个涟漪则是沿着第 ｋ条最短路
径传播的．在模拟涟漪接力赛时，不需要计算从起点
到任何中间节点的任何路径长度，需要做的就是简单

地模拟涟漪的扩散和激活，即涟漪是否到达链接的末

端节点，以及哪个涟漪由哪个涟漪触发，当涟漪一个

接一个地到达终点时，可以通过简单地回溯第 ｋ个到
达终点的涟漪的传播路径，就能得出第 ｋ条最短路
径．对于ｋＳＰＰ来说，ＲＳＡ和大多数现有方法之间的根
本区别在于：现有方法必须基于前（ｊ－１）条最短路径
信息重构路网并计算所有重构网络中的第一最短路

径，以便找到原始路网中的第 ｊ条最短路径，直到 ｊ＝
ｋ．而 ＲＳＡ不需要这些路径信息，也不需要重构路网，
只需在原始路网中模拟一次涟漪接力赛，就可找出所

有前 ｋ条最短路径．关于求解经典 ｋＳＰＰ问题的 ＲＳＡ
的更多细节，可参见文献［１３，１４］．
３２　将ＲＳＡ扩展到ｋＳＰＰＧＴＷ

为了将ＲＳＡ扩展应用到本文的 ｋＳＰＰＧＴＷ，需要修
改文献［１３，１４］中的 ＲＳＡ以允许涟漪的等待和共同触
发行为．也就是说，需要给涟漪引入等待行为和共同触
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发行为．简单而言，如果一个涟漪到达节点，它可能在节
点处触发多达ｋ个新的涟漪，并且这些新涟漪的开始扩
散时间可以是节点可通行时的任意离散时刻，换句话

说，新的涟漪将在节点处等待，即在其分配的开始扩散

时间到来之前不会开始扩散，这就定义了涟漪的等待

行为．如果一个涟漪到达了一个已经由其他涟漪触发
了一些等待状态的涟漪的节点，那么就说这些等待状

态的涟漪是由多个涟漪共同触发的，需要记录哪些涟

漪共同触发了节点上的等待状态涟漪，这就定义了涟

漪的共同触发行为．通过引入等待和共同触发行为，
ＲＳＡ可以扩展适用于 ｋＳＰＰＧＴＷ．需要注意的是，一个
激励涟漪可能在节点处触发多达ｋ个新涟漪，因为为了
找到前ｋ条最短路径，理论上，每个节点只需要产生不
多于ｋ个涟漪即可．

求解一对一ｋＳＰＰＧＴＷ的ＲＳＡ的流程图见图２图
中假设起点和终点分别是节点１和节点ＮＮ，ＮＧＲ为目前
所产生的涟漪数；Ｅ（ｉ）为涟漪 ｉ的中心点节点，ｉ＝１，

…，ＮＧＲ；设ΩＴＲ（ｉ）是共同触发涟漪ｉ的涟漪集合；ｔＳ（ｉ）
和ｒＲ（ｉ）表示涟漪 ｉ的开始时间和当前半径；ΩＩＡＲ，ΩＡＲ
和ΩＤＲ分别表示非活跃涟漪集合，活跃涟漪集合和消亡
涟漪集合；ＮＲａｔＮ（ｎ）为在节点 ｎ处生成的涟漪数，ｎ＝１，
…，ＮＮ．

根据图２中的步骤，如文献［１４］中所证明的，为了
保证最优性，ＲＳＡ的涟漪扩散速度必须满足

０＜ｓ≤ａｍｉｎ （９）
其中ａｍｉｎ是路网中的最小链接长度；新的涟漪（节点１
处的第一个涟漪除外）总是初始化为非活跃涟漪，并且

在其开始时间到来之前不会开始扩散，这就是涟漪的

等待行为；此外，如果多个激励涟漪需要在某个节点的

同一个可通行离散时刻触发该节点处的新涟漪，就在

该节点的该离散时刻仅共同触发一个新涟漪，这引就

是涟漪的共同触发行为．因此，上述 ＲＳＡ流程图引入了
涟漪等待和共触发行为，这对解决 ｋＳＰＰＧＴＷ 至关
重要．

基于图１的路网，图３示例了 ＲＳＡ的涟漪接力赛
如何求解出拓展时间窗口网络中的前ｋ条最短路径．这
里为了简单起见，设置 ｋ＝３，即我们的目标是找到图１
路网中的前３条最短路径．在图３中，假设终点（即节点
ｄ）总是可通行的，涟漪接力赛从起点（即节点ｓ）的涟漪
Ｒ１开始，涟漪Ｒ１在时刻ｔ＝５到达节点 Ａ，并在节点 Ａ
触发３个涟漪，即Ｒ２，Ｒ３和Ｒ４，开始时刻分别为 ｔＳ（２）
＝５，ｔＳ（３）＝７和ｔＳ（４）＝８因此，Ｒ２从ｔ＝５开始扩散，
而Ｒ３和Ｒ４则在节点 Ａ处等待．Ｒ１在 ｔ＝５之后消失，
因为Ｒ１已到达所有连接到 Ｒ１中心点节点的节点．Ｒ３
和Ｒ４分别在时刻ｔ＝７和ｔ＝８开始扩散，Ｒ２在ｔ＝８时
到达节点Ｂ，在节点 Ｂ触发３个涟漪，即 Ｒ５，Ｒ６和 Ｒ７，
开始时刻分别为 ｔＳ（５）＝９，ｔＳ（６）＝１０，ｔＳ（７）＝１１然
后，在ｔ＝８之后Ｒ２消失．Ｒ５在ｔ＝９开始扩散，而Ｒ６和
Ｒ７仍然在节点 Ｂ处等待．Ｒ３在 ｔ＝１０到达节点 Ｂ，因
此，Ｒ３共同触发 Ｒ６和 Ｒ７．然后 Ｒ６在 ｔ＝１０时开始扩
散．在ｔ＝１０之后 Ｒ３消失．Ｒ５在 ｔ＝１１时到达节点 ｄ，
从而找到了第一最短路径：ｓ→Ａ（５）→Ｂ（９）→ｄ，其旅
行时间为１１Ｒ７仍在节点处等待．Ｒ４在 ｔ＝１１时到达
节点Ｂ，因此，Ｒ４共同触发 Ｒ７Ｒ７在 ｔ＝１１开始扩散．
在ｔ＝１１之后，Ｒ４和 Ｒ５都消失．Ｒ６在 ｔ＝１２到达节点
ｄ，从而找到了第二最短路径：ｓ→Ａ（５）→Ｂ（１０）→ｄ和ｓ
→Ａ（７）→Ｂ（１０）→ｄ，两者的旅行时间都为１２在 ｔ＝
１２之后，Ｒ６消失．Ｒ７在 ｔ＝１３到达节点 ｄ，从而找到了
第三最短路径：ｓ→Ａ（５）→Ｂ（１１）→ｄ，ｓ→Ａ（７）→Ｂ
（１１）→ｄ和ｓ→Ａ（８）→ Ｂ（１１）→ｄ，它们的旅行时间都
为１３

从图３中可以清楚地看到 ＲＳＡ根本不需要重建任
何路网或者在重建路网中重新求解第一最短路径．利
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用涟漪的等待和共同触发行为，ＲＳＡ只需要在最初给
定的时间窗口网络中模拟一次涟漪接力赛，就可以找

出前ｋ条最短路径．

４　对ＲＳＡ的理论分析

４１　最优性
关于针对 ｋＳＰＰＧＴＷ 的 ＲＳＡ的最优性有以下

定理：

定理　在求解ｋＳＰＰＧＴＷ问题的 ＲＳＡ的涟漪接力
赛过程中，第ｊ个到达终点的涟漪决定了拓展时间窗口
网络中的第ｊ条最短路径，１≤ｊ≤ｋ．

证明　求解ｋＳＰＰＧＴＷ的ＲＳＡ的最优性是由自然
涟漪扩散现象中所反映的优化原理所保证的，即：涟漪

在所有方向以相同的速度扩散，因此它总是首先到达

最近的点．节点上的时间窗口不会影响这种涟漪扩散
优化原则，因为当一个节点变为可通行／不可通行状态
时，它对所有涟漪一视同仁都是可通行／不可通行．所
以，参照文献［１４］中所给出的第一最短路径的数学分
析方法，可以很容易地推导出在涟漪接力赛中第ｊ个到
达终点的涟漪决定了拓展时间窗口网络中的第 ｊ条最
短路径，１≤ｊ≤ｋ．
４２　计算复杂性

求解ｋＳＰＰＧＴＷ的ＲＳＡ中的基本计算步骤是在一
个仿真时间单位中沿着链接扩散涟漪．基本计算步骤
简单地包括加法运算和比较运算：按涟漪扩散速度增

加涟漪半径，然后将新半径与链接的长度进行比较．假
设路网具有ＮＮ个节点，ＮＬ条链接（因此，每个节点平
均具有ＮＬ／ＮＮ条链接）；并且假设涟漪平均需要 ＮＡＴＵ
个仿真时间单位以扩散通过一条链接．

关于求解 ｋＳＰＰＧＴＷ的 ＲＳＡ的计算复杂性，需要
在最坏的情况下检查每个节点需要进行多少次基本计

算步骤．由于起点仅产生一个涟漪，因此平均需要 ＮＡＴＵ
×ＮＬ／ＮＮ个基本计算步骤；终点不需要计算步骤；对于
其余（ＮＮ－２）个节点，每个节点可以生成多达 ｋ个涟
漪，然后平均需要高达 ｋ×（ＮＬ／ＮＮ－１）×ＮＡＴＵ步长．因
此，ＲＳＡ大约需要执行 ＮＢＣＳ个基本计算步骤就能找到
前ｋ条最短路径
ＮＢＣＳ＝ＮＡＴＵ×ＮＬ／ＮＮ＋（ＮＮ－２）×ｋ×（ＮＬ／ＮＮ－１）
　×ＮＡＴＵ＜ＮＡＴＵ×ＮＬ／ＮＮ＋ｋ×ＮＡＴＵ×ＮＬ （１０）
对于大规模网络，一般有 ＮＬ ＞＞ＮＬ／ＮＮ，这意味着

求解ｋＳＰＰＧＴＷ的 ＲＳＡ的计算复杂度可以被评估为
Ｏ（ｋ×ＮＡＴＵ×ＮＬ）．文献［２０］中方法的计算复杂度为
Ｏ（ｋ×ｒ×Ｎ３Ｎ）．因为ＮＡＴＵ×ＮＬ与 ｒ×ＮＮ相当，所以很明
显，本文的ＲＳＡ的计算复杂度远低于文献［２０］．
４３　扩展应用到一对多的ｋＳＰＰＧＴＷ问题

本文第３节中所提出的 ＲＳＡ仅针对一对一的 ｋ
ＳＰＰＧＴＷ问题，即在时间窗口网络中找到连接给定起点
和终点的前ｋ条最短路径．这里将考虑一对多的 ｋＳＰ
ＰＧＴＷ问题，即需要在拓展时间窗口网络中找到从给定
起点到每个其他节点的所有前ｋ条最短路径．

传统的做法是：一对多的ｋＳＰＰＧＴＷ问题可以分解
为（ＮＮ－１）个单独的一对一 ｋＳＰＰＧＴＷ问题，因此可以
应用针对一对一 ｋＳＰＰＧＴＷ问题的方法进行（ＮＮ－１）
次运算来求解．

事实上，ＲＳＡ在求解一对多的 ｋＳＰＰＧＴＷ问题时，
并不需要运行（ＮＮ－１）次，而是仍旧只需要在原始路网
中进行一次涟漪接力赛，然后就可以找到从给定起点

到时间窗口网络中每个其他节点的所有前 ｋ条最短路
径．为实现这一目标，只需要修改３２小节中 ＲＳＡ的个
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别步骤，即改变涟漪接力的终止条件．在求解一对一
ｋＳＰＰＧＴＷ问题时，当有 ｋ个或更多涟漪到达给定终点
时，涟漪接力赛就会终止．而在求解一对多 ｋＳＰＰＧＴＷ
问题时，除非每个节点（除了给定的起点）都已经产生

了ｋ个涟漪，或者所有涟漪都已经消失，否则涟漪接力
赛将一直进行下去．

虽然一对多 ｋＳＰＰＧＴＷ可被视为（ＮＮ－１）个单独
的一对一ｋＳＰＰＧＴＷ，但很容易推导出，求解一对多 ｋ
ＳＰＰＧＴＷ的ＲＳＡ具有与求解一对一 ｋＳＰＰＧＴＷ的 ＲＳＡ
完全相同的计算复杂度，即Ｏ（ｋ×ＮＡＴＵ×ＮＬ）．这是因为
在第４小节中分析针对一对一 ｋＳＰＰＧＴＷ的 ＲＳＡ的计
算复杂度时，我们使用了最坏的情况来评估计算量的

上界；在这种最坏的情况下，每个节点（除了起点之

外）都产生了ｋ个涟漪，这与求解一对多 ｋＳＰＰＧＴＷ的
ＲＳＡ的涟漪接力赛正好相同．

５　实验结果
　　现有文献中缺少ｋＳＰＰＧＴＷ的测试问题．本节参考
文献［２０］中ｋＳＰＰＴＷ的测试路网，然而 ｋＳＰＰＴＷ只是
本文所提出的 ｋＳＰＰＧＴＷ的一个特例，所以，必须对文
献［２０］的测试路网进行一些必要的修改，以使其适合
本研究的实验需求．通过参考和修改 ｋＳＰＰＴＷ的测试
路网，得到了如图４和图５两个测试案例问题．其中图
４较为简单，图５较为复杂，图中的每条链接都有自己
指定的方向．

实验中，通过运行仅仅一次针对一对多 ｋＳＰＰＧＴＷ
的ＲＳＡ，旨在找到从起点ｓ到网络中的每个其他节点的
所有前３条最短路径．需要注意的是，对于图４中的节
点Ａ和节点Ｂ，以及图５中的节点 Ａ，各有总共１条可
行路径．运行ＲＳＡ的结果见表１和表２

通过对图４和图５中路网进行理论分析，可以看出
所对应的表的结果在理论上均为正确的，这证明了本

文提出的ＲＳＡ算法对求解ｋＳＰＰＧＴＷ的有效性．

由于本文提出的 ｋＳＰＰＧＴＷ是一个全新的、更为
复杂的问题，现有的其它方法（例如文献［２０］的方
法）求解不了，所以不能直接用于对比实验．事实上，

由于 ｋＳＰＰＴＷ的特殊性，文献［２０］也只给出了一个
类似图４的简单测试实验，而没有与其它方法的对比
实验．为了更好地展示本文新方法与文献［２０］方法的
差异和特点，这里我们基于图４和图５的网络给出一
些与文献［２０］方法的近似对比实验．所谓近似对比实
验，是指在求解图４和图５的问题时，文献［２０］方法
按其自身的 ｋＳＰＰＴＷ定义只能选择时间窗口的开始
时间通过节点（例如，假如文献［２０］方法在时刻 ｔ＝６
到达图４中的节点 Ｃ，则其可以选择在时刻 ｔ＝６、１１
或１８通过节点 Ｃ），而本文方法则可以选择时间窗口
内的任意离散时刻通过节点（例如，假如本文方法在

时刻 ｔ＝６到达图４中的节点 Ｃ，则其可以选择在时刻
ｔ＝６～８、１１～１５或１８～２３之间的任意离散时刻通过
节点 Ｃ）．所以，虽然同是图４和图 ５的网络，但是本
文方法要求解的问题远比文献［２０］方法要求解的问
题复杂得多．文献［２０］方法按 ｋＳＰＰＴＷ定义求解图４
和图５的结果见表３和表４．对比 ＲＳＡ的表１和表２
的结果，可见文献［２０］方法所求解 ｋＳＰＰＴＷ的答案
总体要简单．因为图 ４和图５的网络比较简单，文献
［２０］方法平均用了 ０６３秒求解一对多 ｋＳＰＰＴＷ，而
ＲＳＡ只用了约００１秒求解一对多 ｋＳＰＰＧＴＷ．下面进
一步对比两种方法在图４和图５网络中的计算复杂
度．根据文献［２０］方法在求解一对一 ｋＳＰＰＴＷ的复
杂度公式 Ｏ（ｋ×ｒ×Ｎ３Ｎ），其在图４和图５网络中求解
一对多 ｋＳＰＰＴＷ的计算复杂度分别为 Ｏ（８６４０）和
Ｏ（１０８００）．而本文的 ＲＳＡ在图４和图５网络中求解
一对多 ｋＳＰＰＧＴＷ 的计算复杂度分别为 Ｏ（４８）和
Ｏ（５７）．所以在图４和图５的算例中，两种方法的计算
复杂度理论上相差１０２的级别．而两种方法实际运行
时间相差不到１０２的级别，主要是因为实验是在 Ｍａｔ
ｌａｂ环境中进行的，ＲＳＡ的００１秒中可能受计算机后
台程序运行的影响很大．表１到表４的结果已经表明
ＲＳＡ要求解的 ｋＳＰＰＧＴＷ比文献［２０］方法所求解的
ｋＳＰＰＴＷ的难度大，而 ＲＳＡ的计算复杂度却远小于文
献［２０］方法的计算复杂度．所以本文提出的方法具有
明显的优势．
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表１　ＲＳＡ求解图４中从ｓ到每个其它节点的前３条最短路径

终点
第ｉ条最
短的路径

路径 旅行时间

Ａ １ ｓ→Ａ（４） ４

Ｂ １ ｓ→Ｂ（６） ６

Ｃ

１ ｓ→Ｂ（６）→Ｃ（８） ８

２

ｓ→Ｂ（７）→Ｃ（１１）
ｓ→Ｂ（８）→Ｃ（１１）
ｓ→Ｂ（９）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（４）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（５）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（６）→Ｃ（１１）

１１

３
ｓ→Ａ（７）→Ｃ（１２）
ｓ→Ｂ（１０）→Ｃ（１２）

１２

Ｄ

１
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）

８

２ ｓ→Ａ（６）→Ｄ（９） ９

３ ｓ→Ａ（７）→Ｄ（１０） １０

Ｅ

１
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）→Ｅ（１０）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）→Ｅ（１０）

１０

２ ｓ→Ａ（６）→Ｄ（９）→Ｅ（１１） １１

３ ｓ→Ａ（７）→Ｄ（１０）→Ｅ（１２） １２

表２　ＲＳＡ求解图５中从ｓ到每个其它节点的前３条最短路径

终点
第ｉ条最
短的路径

路径 旅行时间

Ａ １ ｓ→Ａ（４） ４

Ｂ

１ ｓ→Ｂ（６） ６

２ ｓ→Ａ（４）→Ｂ（７） ７

３ ｓ→Ａ（５）→Ｂ（８） ８

Ｃ

１ ｓ→Ｂ（６）→Ｃ（８） ８

２

ｓ→Ｂ（７）→Ｃ（１１）
ｓ→Ｂ（８）→Ｃ（１１）
ｓ→Ｂ（９）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（４）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（５）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（６）→Ｃ（１１）

ｓ→Ａ（４）→Ｂ（７）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（５）→Ｂ（８）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（６）→Ｂ（９）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）→Ｃ（１１）

１１

３

ｓ→Ａ（７）→Ｃ（１２）
ｓ→Ｂ（１０）→Ｃ（１２）

ｓ→Ａ（４）→Ｂ（１０）→Ｃ（１２）
ｓ→Ａ（５）→Ｂ（１０）→Ｃ（１２）

１２

续表２　

终点
第ｉ条最
短的路径

路径 旅行时间

Ｃ ３

ｓ→Ａ（６）→Ｂ（１０）→Ｃ（１２）
ｓ→Ａ（７）→Ｂ（１０）→Ｃ（１２）
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（９）→Ｃ（１２）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（９）→Ｃ（１２）
ｓ→Ａ（６）→Ｄ（９）→Ｃ（１２）

１２

Ｄ

１
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）

８

２ ｓ→Ａ（６）→Ｄ（９） ９

３ ｓ→Ａ（７）→Ｄ（１０） １０

Ｅ

１
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）→Ｅ（１０）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）→Ｅ（１０）

１０

２ ｓ→Ａ（６）→Ｄ（９）→Ｅ（１１） １１

３ ｓ→Ａ（７）→Ｄ（１０）→Ｅ（１２） １２

表３　文献［２０］方法求解图４中从ｓ到其它节点的前３条最短路径

终点
第ｉ条最
短的路径

路径 旅行时间

Ａ １ ｓ→Ａ（４） ４

Ｂ １ ｓ→Ｂ（６） ６

Ｃ

１ ｓ→Ｂ（６）→Ｃ（８） ８

２
ｓ→Ａ（４）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（５）→Ｃ（１１）

１１

３ ｓ→Ｂ（２０）→Ｃ（２２） ２２

Ｄ
１

ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）

８

２ ｓ→Ｂ（６）→Ｄ（１３） １３

Ｅ

１
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）→Ｅ（１０）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）→Ｅ（１０）

１０

２ ｓ→Ｂ（６）→Ｃ（８）→Ｅ（１２） １２

３
ｓ→Ａ（４）→Ｃ（１１）→Ｅ（１５）
ｓ→Ａ（５）→Ｃ（１１）→Ｅ（１５）
ｓ→Ｂ（６）→Ｄ（１３）→Ｅ（１５）

１５

表４　文献［２０］方法求解图５中从ｓ到其它节点的前３条最短路径

终点
第ｉ条最
短的路径

路径 旅行时间

Ａ １ ｓ→Ａ（４） ４

Ｂ

１ ｓ→Ｂ（６） ６

２ ｓ→Ａ（４）→Ｂ（７） ７

３ ｓ→Ａ（５）→Ｂ（８） ８
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续表４　

终点
第ｉ条最
短的路径

路径 旅行时间

Ｃ

１ ｓ→Ｂ（６）→Ｃ（８） ８

２

ｓ→Ａ（４）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（５）→Ｃ（１１）

ｓ→Ａ（４）→Ｂ（７）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（５）→Ｂ（８）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）→Ｃ（１１）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）→Ｃ（１１）

１１

３
ｓ→Ｂ（２０）→Ｃ（２２）

ｓ→Ａ（４）→Ｂ（２０）→Ｃ（２２）
ｓ→Ａ（５）→Ｂ（２０）→Ｃ（２２）

２２

Ｄ

１
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）

８

２ ｓ→Ｂ（６）→Ｄ（１３） １３

３ ｓ→Ａ（４）→Ｂ（７）→Ｄ（１４） １４

Ｅ

１
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）→Ｅ（１０）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）→Ｅ（１０）

１０

２ ｓ→Ｂ（６）→Ｃ（８）→Ｅ（１２） １２

３

ｓ→Ｂ（６）→Ｃ（１１）→Ｅ（１５）
ｓ→Ａ（４）→Ｃ（１１）→Ｅ（１５）
ｓ→Ａ（５）→Ｃ（１１）→Ｅ（１５）

ｓ→Ａ（４）→Ｂ（７）→Ｃ（１１）→Ｅ（１５）
ｓ→Ａ（５）→Ｂ（８）→Ｃ（１１）→Ｅ（１５）
ｓ→Ａ（４）→Ｄ（８）→Ｃ（１１）→Ｅ（１５）
ｓ→Ａ（５）→Ｄ（８）→Ｃ（１１）→Ｅ（１５）
ｓ→Ｂ（６）→Ｄ（１３）→Ｅ（１５）

１５

６　结论
　　现有研究中关于时间窗口网络中的前 ｋ条最短路
径问题（ｋＳＰＰＴＷ），是假设运动体可以立即通过可通
行节点，或者在暂不可通行节点处等待直到未来时间

窗口的开始时刻就立刻通过．本文针对时间窗口网络
的更一般情况（即：拓展时间窗口网络），其中运动体一

旦到达节点，可以选择在节点时间窗口中的任何离散

时刻通过该节点，因此问题解空间呈指数级增长，问题

也具有更高的复杂程度．为了解决拓展时间窗口网络
中的前 ｋ条最短路径问题（ｋＳＰＰＧＴＷ），本文引入涟漪
等待和共同触发行为来改进文献［１３，１４］中的涟漪扩
散算法（ＲＳＡ），并将 ＲＳＡ进一步扩展应用到一对多 ｋ
ＳＰＰＧＴＷ问题，求解从给定起点到网络中的每个其他节
点的所有前ｋ条最短路径．本文对 ＲＳＡ的最优性和计
算复杂性进行了理论分析，然后给出一些实验结果以

证明ＲＳＡ对求解 ｋＳＰＰＧＴＷ的有效性．未来工作将会
更加关注新方法的应用研究，例如，通过结合文献［８］

中利用计算各单一优化目标下前 ｋ个最优单目标解而
求解完整（非部分或近似）Ｐａｒｅｔｏ前沿的多目标优化方
法，本文所提出的 ＲＳＡ将有助于求解更复杂的多目标
优化问题的完整Ｐａｒｅｔｏ前沿．
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